Aplicacdo da Transformada Numérica na resolucao
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Resumo: O proposito deste artigo é apresentar a aplicacdo do método numeérico
denominado Transformada Numeérica, que pode ser utilizado na resolucdo de problemas l6gicos
ligados a engenharia, a pesquisa operacional e a logica classica. O texto limitar-se-4 a demonstrar
0 emprego deste método na resolugdo de problemas na algebra booleana através de um programa
implementado no ambiente Matlab, onde poderdo ser verificadas algumas operacoes e aplicacbes
da Transformada Numérica.
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Abstract: The purpose of this article is to present an application of the numerical
method called Numerical Transform, that can be used in the resolution of logical problems
related to the engineering, operational research and the classical logic. The text will be restraint
to demonstrate the use of this method in the resolution of problems in the boolean logic by a
software in Matlab, where some operations and applications of the Numerical Transform could
be verified.
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Introducéo

A Transformada Numérica, também denominada TN, € uma ferramenta matematica
usada para descrever funcdes e expressdes da algebra booleana e do célculo proposicional, onde
cada expressdo € definida por sequéncias numéricas determinadas através de regras
estabelecidas, operando, portanto, no campo numérico. Entre as diferentes aplicacdes nas quais
a transformada numérica pode ser empregada, existe a utilizacdo em circuitos l6gicos obtidos
resolvendo-se as equacBes booleanas que descrevem o problema proposto. Este processo esta
descrito detalhadamente em [DELP] e [WEBL1].

Da mesma forma, a TN é uma potente ferramenta para a programacdo de arquiteturas
computacionais assincronas baseadas em uma memdria com realimentacdo de estados e
circuitos adicionais [Figura 1]. Nestes circuitos, cujo funcionamento e relagdo com a TN
detalhamos no préximo item, a implementacdo da resolucdo de um problema légico da-se
através de um programa armazenado em uma memoria ndo volatil.

Os sistemas assincronos, por limitacdes tecnolédgicas na época de sua concepcao, ndo
tiveram o desenvolvimento dos sistemas computacionais que adotaram a arquitetura von
Neumann. No entanto, recentes aplicagdes mostram solucdes efetivas, baratas e de féacil
implementacéo, o que justifica o desenvolvimento de ferramentas computacionais que ajudem
no projeto de sistemas assincronos baseados em memérias [WEB3].

Como funciona a arquitetura computacional assincrona:

A idéia de projetar computadores digitais com Idgica assincrona esteve presente desde
0s primeiros sistemas. O Modelo Geral de um Sistema Digital, discutido por Phister, relaciona
saidas e entradas por um sistema simultaneo de funcBes digitais [PHIS]. Sua concepcao
apresenta um modelo que pode ser representado adequadamente por uma caixa preta, incluindo
sistemas digitais ou circuitos de chaveamento sequienciais.

Ha vérias concepcbes de projeto com ldgica assincrona, nas quais inimeros grupos de
pesquisa atuam simultaneamente, como [DAVI], [EBER], [NOWI] e [SUTH]. Uma arquitetura
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assincrona passivel de implementacdo é a baseada em uma memoéria [MANO] [MART]
[MYER] [ROTH] [TIND] [WEB3]. Sua simplicidade, o nimero ilimitado de saidas (é so ligar
mais memarias em paralelo para a ampliacdo desejada), 0 uso de componentes de baixo custo e
de facil obtencdo e a velocidade de processamento definida pela transicdo das entradas, gera
uma excelente relacdo custo-beneficio. Sendo um sistema em tempo real, isto €, sem um
sincronismo préprio, tem grande flexibilidade de programacdo, pois, basta alterar certas
caracteristicas para aproveitar o circuito para outra funcdo totalmente diferente [Figura 1].

Variaveis Variaveis

de Entrada de Saida

Meméria

Realimentagao
Detector de

Mudanca

Aleatéria Meméria
de

Realimentacéao

Figura 1: Arquitetura computacional assincrona baseada em memoria

A nomenclatura deste tipo de maquina é “n-m-p” [CUES] [MART], onde:

n = variaveis booleanas independentes (entradas)
m = variaveis booleanas dependentes (saidas)
p = variaveis booleanas internas (realimentacdo ou memadrias)

As variaveis de entrada (n) estdo na via de endere¢camento da memoria, compartilhando
espaco com as variaveis de realimentacgdo (p). Cada mudanca na entrada faz com que a memoria
interprete como um novo enderegcamento, 0 que gera, imediatamente, um novo conteddo na
saida (m). H&, neste momento, um estado interno instavel, que envia através da linha de
realimentacdo uma parte dos novos dados a via de endere¢camento, apontando um novo
endereco. O novo endereco apontado na saida pela realimentacdo serd novamente um estado
interno estavel, pois ele tem a exata informacdo que foi gerada com a mudanca no bit de
entrada. Esta resposta permanece assim na saida da memoria até que surja uma nova situagado
[FINK] [MART] [PESO].

Os bits reservados para a realimentacdo, na via de realimentacdo da meméria do novo
endereco apontado pelo estado interno estavel, devem ter os mesmos dados do endereco
anterior. Assim, o estado interno estavel armazena as respostas que Sdo necessarias e que a
méaquina deveria fornecer de acordo com as variaveis de entrada. O que determina o conteido
do estado interno estavel é o programa. Em outras palavras, o projeto do circuito légico € feito
unicamente pelos estados internos estaveis.

Por outro lado, os estados internos instaveis tém a funcdo de direcionar o correto
enderecamento para a memdria. A quantidade de estados internos estaveis definira o espaco
para armazenamento dos programas seqlienciais que a maquina executara. Assim, um estado
interno estavel é um espaco de memdria, ou entdo, um byte. Cada byte usa um endereco e para
acessar basta tomar o endere¢o certo na entrada do circuito com a memoria. Isto faz com que
seja necessario gerar um mapa da memoria com a microprogramacdo e a Transformada
Numeérica e suas propriedades auxiliam na busca de todas as alternativas possiveis.

A Transformada Numérica e sua aplicacdo na simplificacdo de funcBes booleanas:
A [Figura 2] demonstra a maneira em que problemas na forma algébrica podem ser



resolvidos através de manipula¢gdes numéricas. Conforme a figura, existem duas formas para a
resolugdo de expressdes algébricas: ou a expressédo é resolvida por meio de dedugdes algébricas,
as quais podem tornar-se bastante complicadas dependendo do grau de complexidade do
problema a ser resolvido, ou entdo as expressdes podem ser resolvidas através de meios
numéricos, o que pode facilitar consideravelmente a obtencéo do resultado.
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Figura 2: Transformacéo e antitransformacéo

A Transformada Numérica de uma funcdo booleana é a representacdo numérica dessa
funcdo obtida de sua tabela verdade. Nesta representacdo utiliza-se o resultado da tabela verdade
e as suas variaveis. Veja o exemplo de duas entradas na [Tabela 1]:

X1 Xo Z

0 0 0 | b
0 1 1 | b
1 0 0 | b
1 1 0 | bs

Tabela 1: Exemplo de tabela verdade

Para determinar a TN da funcéo representada na tabela verdade acima devemos
identificar:

- oresultado da operacdo, bits da tltima coluna, lidos de baixo para cima;

- asvariaveis independentes, lidas da esquerda para a direita.

A funcdo z, neste exemplo, é facilmente identificada como z= Zo X A
Transformada Numérica (TN) desta funcéo é dada por:

Z=TN(2)= [bababybg; 2; X1, %X ]1=1[J; 2; X1, Xe], cOm J =hs b, by by

O numero 2 define o nimero de variaveis de entrada e X; X, 0 nome dado as variaveis. A
primeira variavel da esquerda para a direita (neste caso X;) sera sempre a mais significativa. J,
para a funcdo da tabela acima, sera:

J =[0010] = Ju Jr (concatenacéo), onde Ju=00e Jr=10

A operacdo inversa TN™, ou antitransformacdo, fornece um resultado no campo
algébrico na forma de soma de mondmios. O método de antitransformacdo que vamos
apresentar é também um método aproximado de simplificacdo de funcBes booleanas, e utiliza
subdivis@es binarias. O algoritmo tem os seguintes passos [DELP]:



1°.) Expanséo binaria da TN da funcdo, em relacdo a primeira variavel a esquerda,
repetidamente, até a Gltima variavel;

2°) Eliminacéo dos termos redundantes e nulos em cada passo da expansdo, por meio
das igualdades Y + XY =Y e[ 00...0; ...]1=0;

3°) Utilizagdo, sempre que possivel, da igualdade [ 11...1; ... ] = 1;

4°) No fim da expansdo, comparar os termos obtidos, dois a dois, fundindo-se em um
sO termo aqueles cujos elementos diferem entre si apenas quanto a uma variavel.

Para antitransformar, as seguintes igualdades devem ser empregadas:

Z=X.2Zu+ X.Zr

Caso A: JueJr=Ju=Jr -

Caso B: JueJr=Ju - Z=2u+X.Zr
Caso C: JueJr=Jr — Z=XZu+1Zr
Caso D: JuelJr=Ju=Jr=dd — Z=17d

Onde Zd é a TN da funcéo reduzida representada por Jd, como visto em [DELP].

Para 0 exemplo visto, o algoritmo apresenta a seqiiéncia de passos abaixo, com 0s casos
detectados, e que tem como resultado a mesma saida z anterior:

1°) J=[0010] e Z=[0010; 2; X1 Xo]

2°) Ju=00,Jr=10 — 00e10=00=Ju— Caso B
3°)  Z =[00]+ X1.[10] = X ..[10]

4°)  J=[10], entdo, JueJr=0=Ju— Caso C

5)  Z=XuXy.[1]+Xw[0] = X1X,

6°)  Antitransformando: zZ = il.xo

(Por simplicidade, operamos s6 com os J’s nas transformadas)

Graficamente, por meio de uma arvore, a [Figura 3] apresenta a sequéncia de resolucao
do mesmo exemplo.
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Caso B
I
I I
JJ _J
jrag X -[10]
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I
Xi-Xo [ XeA0]
I
Z=X1-X,
7= ;1 Xy

Figura 3: Estrutura em arvore para antitransformacao

A Transformada Numeérica — TN, trabalha, como pode ser identificado na [Figura
3], com comparacdes de matrizes (cordBes de bits) formados pelos bits de saida de uma
tabela verdade. Tratando-se de implementar comparagfes de matrizes ou vetores
numéricos, optou-se pelo desenvolvimento de rotina computacional em ambiente
Matlab que possui, entre outros, comandos e fungdes extras ligados & matemaética e a
I6gica booleana.



A estrutura do programa para a antitransformacdo de funcdes com quatro
variaveis:

A resolugdo do problema se valeu da seqiiéncia abaixo, discutida em [DELP].

— Entrada do cordao de bits Vy;

— Criacdo de vetores auxiliares Vi, V,, V3 e Vy;

— Comparag0es dos vetores Ju e Jr;

— Identificacdo do tipo de caso (A, B, C ou D);

— ldentificacdo dos monémios my até m;s, que representam a expressdo caracteristica
(Z:m0+m1+...+m15);

— Testes para simplificacéo;

— Auvaliacdo final e demonstracgéo do resultado.

Através de um exemplo® com quatro varidveis, procurou-se demonstrar as
consideracgdes que foram feitas para conceber o programa:

Z =TN(z) =[0001 1001 1001 0001 ;4; m,n,p,q]=[J; 4, m,n,p,q]

Os passos a seguir demonstram os niveis de simplificacdo e devem ser acompanhados
na [Figura 4].

1° NiVEL — O primeiro teste a ser executado é o que determina o0 caso, como pode ser
observado na [Figura 4]. Note que o corddo de bits J € uma matriz e o resultado é obtido
efetuando-se a fungdo logica E (AND) entre os 8 primeiros bits (b5 até bg) e 0s outros 8 bits (b,
até by), para, em seguida, comparar este resultado com os sub corddes Ju e Jr, como explicado
anteriormente.

2° NIVEL — Testa-se 0 caso seguindo as regras estabelecidas anteriormente (casos B e C) para
0s dois ramos, expandindo-os. A partir deste nivel (2°) ja é possivel efetuar simplificacdes, se a
seguinte pergunta for respondida:

— O cordao de bits (vetor) b5 até bg é igual ao corddo (vetor) b até by? No exemplo
dado a resposta é ndo. Logo, ndo é possivel simplificar.

3° NIVEL — Pergunta-se: Existem cord@es de bits iguais? Sim, o primeiro e o Gltimo corddo de
bits sdo iguais, 0 segundo e o terceiro também. Apés identificar a igualdade entre os corddes de
bits, deve-se verificar a possibilidade de simplificacdo. No exemplo, somente o primeiro e 0
altimo corddo de bits sdo passiveis de simplificagdo, como demonstrado na [Figura 5 (1)].

Cada nivel representa uma expressdo (booleana) parcial, onde a funcdo OU (OR) é
representada pelo sinal de mais (+) e a fungdo E (AND) por um sinal de multiplicacéo (e).

4° NIVEL — Reorganizando, o primeiro corddo de bits é resultado da simplificacdo e os demais
sdo repetidos. Novamente testa-se 0 caso em cada corddo e expande-se, como demonstra a
[Figura 4].

5° NiVEL — O primeiro termo é igual a zero e pode ser desconsiderado. Pergunta-se: Existem
corddes de bits iguais? Sim, 0 2°, 0 4° e 0 6° sd0 iguais entre si; 0 3° e 0 5° também sdo iguais.
Ha possibilidade de simplificagdo? Somente 0 2° 0 4° e 0 6° sdo passiveis de simplificacao,
como demonstra a [Figura 5 (11)].

6° NiVEL — Reorganizando.

7° NIVEL — Expandindo.

® Exemplo retirado da referéncia [DELP], pagina 35 (Em nosso trabalho foram introduzidas ligeiras
modificac6es no algoritmo original).



8° NIVEL — Resultado antes da antitransformacéo.

9° NIVEL — Resultado final ap6s antitransformacéo.

O resultado obtido é idéntico ao conseguido através da simplificagdo por mapa de
Karnaugh, demonstrando a eficiéncia da Transformada Numérica para resolucdo de problemas
da algebra booleana. Manualmente o método é extenso. Entretanto, quando implementado em
um programa computacional, fica evidente a facilidade de manipulacéo, pois os cordfes de bits
sdo transformados em matrizes, assim como 0os monomios (expressdes parciais). Conforme os
testes e as simplificacBes vdo sendo executadas, algumas posicbes sdo anuladas (zeradas). O
resultando sdo duas matrizes, uma contendo o corddo de bits final e outra com os monémios
validos. Para a expressao final ficar clara, sdo retirados os uns (1) dos mondmios, que serviam
apenas para preencher posi¢des nas matrizes. Desta forma a expressdo estd pronta para ser

exibida.

blS bB b7 bO
[ 00011001 10010001 ]
Caso A

Variaveis:m, n, p, q

be | b,
» M -[10010001] +
Caso B

[ 1
» M»/l»w(m]* + M -N -[1001] +
» 1-1-[0001] + M -N -[1001] +

Caso B Caso A

g

_ b, | b,
M -[10010001]
Caso C

[
-N -[1001]

M - N -[1001]

Caso A

]
+ M -1-p0001]*

» 1»1/1]/@] + 11-P-[01]** + M-N-P-[10] + M»V{ou** + M-N-P-[10] + M<N/?/[Ol]**
0

» 1-1-P-[01] + M-N-P-[10] +

Caso B Caso C

M -N-P-[10]
Caso C

» 11-PA0] + 11-P-Q[1 + M»N»P»Q»[1]+M%<[O] +M<N<P<Q<[1]+My{1<[0]

» z= 11P-Q + M-N-P-Q[] + M-N-P-Q-[1]

» Z=p-gtm-n-p-g+m-n-p-q

Figura 4: Sequéncia de niveis para a antitransformacao

"1-1-P-[01]+M -N-P-[01]+M -N-P-[01] "1-1-P-[01]+M -N-P-[01]+M -N - P-[01]

=P-(1.1+M-N+M-N)-[01]
- P-1-[01] =P-1.[0]]

(1

(I

Figura 5: Niveis intermediarios de simplificacao

=P-(L.1+M-N+M-N)-[01]



Uma aplicacdo da TN na multiplicacdo de fungdes booleanas:

Muitos processadores ndo tém, em suas unidades légicas e aritméticas, circuitos
(hardware) para efetuar multiplicacdo (numérica ou booleana) ou outras opera¢fes aritméticas
mais complexas. Nestes casos, 0s microcomputadores que utilizam tais processadores devem
implementar tais operagdes por programas (software). O uso destes programas reduz o tamanho
e a complexidade do circuito necessario ao microprocessador, porém aumenta de forma
acentuada o tempo de execucdo da operacdo, se compararmos este tempo com o gasto para
executar a mesma fungdo unicamente por circuitos digitais [CAMI] [TOCI]. Faz-se necessario,
por isso, o desenvolvimento de rotinas simples, de facil implementacdo computacional e de
comprovada eficécia.

Uma interessante aplicagdo da TN é a da sua utilizagio em um programa que
implementa a multiplicacdo de duas funcBGes booleanas. Tomemos duas fungdes z; e z,.
Aplicando a TN a ambas, teremos:

Z;=TN(za)
Z,=TN(z,)

Multiplicando ambas as transformadas numéricas tem-se:

Zg = Zl.ZZ = TN(Zl).TN(Zz) = TN(Z3)

Aplicando a antitransformacéo, prova-se que [DELP]:

TN-l(Zg) =273= 7197,

Um exemplo pode melhor apresentar a sistematica desenvolvida. Caso tenhamos:

z,=f(a,bc d=c-d+a-b-c-d+a-b-c-d

z,=f(a,b,c,d)=a+c

Objetivamos determinar: z; = z;0z, = f(a, b, c, d).

As transformadas numéricas de ambas as funcGes sdo dadas por:

Z; = TN(z;) = [0001 1001 1001 0001; 4; a, b, c, d]

Z, = TN(zp) = [1011; 2; a, c] = [1100 1100 1111 1111; 4; a, b, ¢, d] (aumento de
varidveis [DELP])

Efetuando o produto das TNs, bit a bit, obtemos:

Z3=17Z,0Z,=[0000 1000 1001 0001; 4; a, b, c, d]



[00001000 10010007 Variaveis: a, b, ¢, d

A-[00001000] + A-[10010001]

|
| N —
A-B-[1000] + A-B-[1001] + A-1-[0001]
_ | L B ‘
A~B~I:~[10] + A~B~I:~[10] + A~9c~/[t)1] + A-1-C-[01]

O +——

Z;= A-B-C-D + A-B-C-D + A-C-D

Figura 6: Estrutura em arvore para resolucédo do exemplo da multiplicacdo

E, finalmente, antitransformando, ficamos com [Figura 6]:

ZgZTN-l(Zg) = 7187 = a'B'C'd +ade +a€a

Conclusoes:

O programa foi elaborado para quatro variaveis no ambiente Matlab e mostrou-se eficaz
em seus resultados. Sabe-se que simplifica¢cdes por mapas de Karnaugh séo relativamente
simples para problemas até cinco variaveis, ja que para situagcdes com nimero maior de
variaveis torna-se gritante a dificuldade de visualizacdo. Entretanto, para organizar um
programa para n variaveis, utilizando a Transformada Numérica, o conceito continua 0 mesmo.
E nossa intencéo desenvolver um programa para n < 20.

O algoritmo com subdivisdes binérias, quando aplicado a simplificagdo de fungdes
booleanas, ndo garante a obtencdo da funcdo minima, mas é mais simples e mais rapido que
outros métodos. Interessantes aplicagGes poderiam ser aprimoradas com Idgicas multivaloradas,
como, por exemplo, a ldgica difusa ou nebulosa (I6gica fuzzy).
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